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Analyse numérique
Exercices corrigés

Interpolation polynomiale

Exercice 1
Déterminer le polynéome d’interpolation de Lagrange satisfaisant au tableau ci-dessous

x | 0 2]3]5
F) | =1 2987

Corrigé : Rappelons que le polynome de Lagrange basé sur les points d’appui d’abscisses xg, =1, ..., T, est de degré

n et s’écrit :
n

Po(z) = Z f (k) Li(x) avec Li(z) = H
k=0

J=0,j#k

‘I*I’j

Tk — Ty

ici les points d’appui donnés par :

zg = 0 flzo) = -1
r, = 2 f(fEl) = 2
Ty = 3 f(CEQ) = 9
r3 = 5 f(333) = 87

déterminons donc un polynéme de Lagrange de degré 3, celui-ci s’écrit :

Py(z) = f(xx) Li(x)

k=0
avee Lo(s) - (x —z1) (2 — 22)(z — 13) Li(2) (x — z0)(z — 22) (T — T3)
Py i
(0—2)(0-3)(0-5) 1(2—())(2—3)(2—5)
= —%(a:—Z)(x—3)(a:—5) = 633(35—3)(37_5)
(x — o) (x — 1) (x — x3)
Ly(z)
o — xo) (2 — x1) (T2 — T3) _ (x —xo) (7 — z1)(x — 72)
- S A YA Lal@) = s o0) (2s —21)(@s — 22)
(3-0)3-2)(3-5) e
= 7617(1:72)(9:—5) 30
Finalement
P3(z) = f(xo)Lo(z)+ f(x1)L1(x) + f(z2)La(x) + f(x3)L3(x)
= -7+ ——x-1
30 30

Exercice 2

Soit f(z) = Ti.2 Déterminer le polynéme d’interpolation de Lagrange pour les points d’appui d’abscisses : —2, —1,
x

0, 1, 2. Ensuite discuter ’erreur d’interpolation.

Corrigé : Soit f(z) = 5 Les points d’appui sont :

1+=x
ro = —2 f(zo) = %
ry = -1 flz1) = 3
i) = 0 f($2) = 1
xz3 = 1 flz3) = %
Ty = 2 flza) = 3



Le polynéme de Lagrange est de degré 4. Il s’écrit

k=0
Lo(z) = %x(w +1)(z—1)(z—2) Li(z) = —lx(x +2)(xz—-1)(xz—2)
Ly(z) = Z(I +2)(xz+1)(xz—1)(x—2) Li(z) = fgx(x +2)(z+1)(z—2)
Li(z) = 27149@(1; +2)(z + Dz —1)
Finalement,
Py(z) = f(leo)Lo(l") + f(z1)La(z) + f(1152)L2($) + f(zs)Ls(z) + f(wa)La(x)
= 7095(1; +1)(z—1)(xz—2) — Ex(lm +2)(z—1)(x—2)
+ Z(x +2)(z+1)(xz—-1)(z—2)— Em(x +2)(z+1)(z—2)
1
+ @x(x +2)(z+1)(z—1)
= 1—037 - gx +1

Calculons lerreur théorique sur cette interpolation. celle-ci est donnée ou point = par :

B(@) = f(x) = Pa(x) = ynp () — —

(n+ 1)|f(n+1)(€w) ou ¢ €= (minx,;, maxx;)

Elle vérifie,

1 n
\ _ _ _ (n+1)
E@I < @) GogyMan ol (@) = k|_|0(x 2k) M1 = rgng‘f (t)‘

1
Comme ici on a 5 points d’appui, cette erreur est majorée par : |E(z)| < |y5(2)] §M5

On a clairement 75 (z) = | I (z — ) = z(2® — 1)(2? — 4). Tl reste & calculer M5 = max ‘f(s)(t)’. Un calcul assez long
€
k=0
5 —240x(3 — 1022 4 324
donne : f®)(z) = (<1 T )

Ainsi ’étude de f®) donne M5 = 100. Finalement,

—240

de méme, on trouve f(¢(z) = At [~
x

212° + 1052° — 632° + 3].

IB@)] < hs(e)| grMs = |ala? ~ 1) - 4)| 51 = |o(a? ~ )" - 9] 2

Exercice 3
Avec quelle précision peut-on calculer v/115 a l’aide de l'interpolation de Lagrange, si on prend les points : xy = 100,
r1 = 121, zo = 144.

Corrigé :

Exercice 4
1. Utiliser la formule d’interpolation de Lagrange pour trouver la cubique passant par 0.4, 0.5, 0.7, 0.8 pour

f(x) = sin(z)

1
2. Méme question pour f(z) = :
anx

Corrigé :

Exercice 5
Soit f(z) =vV2+ =
1. Determiner le polynéme P(x) Lagrange basé sur les points d’abscisses 0, 1 et 2.
2. Calculer P(0.1) et P(0.9), et comparer aux valeurs exactes. Evaluer l'erreur d’interpolation en ces deux points.




Intégration numérique

Exercice 6

b
Déterminer par la méthode des trapezes puis par celle de Simpson / f(x)dx sur la base du tableau suivant :
0

T 0 T T 3T

8 7 8
f(z) | 0] 0.382683 | 0.707107 | 0.923880

— o

Ces points d’appui sont ceux donnant sin z, comparer alors les résultats obtenus avec la valeur exacte.

Corrigé :

I= /0’2' f(z)dx

1. Soit T I'approximation de I par la méthode des trapezes, le pas h donné par h = In— %0 _ g
n
h 3
= 4 (e + i) 2 3 s
= 116(0 + 14 2(0.382683 4 0.707107 + 0.92388))
= 0.987116
2. Soit S 'approximation de I par la méthode de Simpson. Celle-ci s’écrit,
h
S = 3 (Yo + ya + 4(y1 + y3) + 2y2)
1
= gg [(0+144(0.38... +0.92...) + 2 x 0.707...)]
= 1.000135

s

2
Les points d’appui donnés dans cet execice correspondent a la fonction sinx. Et sinzdz = 1. On constate donc

0
que l'approximation de I donnée par la méthode de Simpson est meilleure que celle par les trapezes,
puisque |S — I| = 0.000135 et |T'— I| = 0.012884.

Exercice 7
On lance une fusée verticalement du sol et ’on mesure pendant les premieres 80 secondes 1’accéleration ~ :

t (en s) 0] 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 70 | 80
v (enm/s?) | 30 | 31.63 | 33.44 | 35.47 | 37.75 | 40.33 | 43.29 | 46.70 | 50.67

Calcule la vitesse V' de la fusée a 'instant t = 80 s, par la méthode des trapezes puis par Simpson.

Corrigé : On sait que I'acceleration v est la dérivée de la vitesse V', donc,

V(t)=V(0) —I—/O v(s)ds = V(80) =0 +/0 v(s)ds

1. Calculons I par la méthode des trapezes. Ici, d’apres le tableau des valeurs, h = 10.
h n—1
- CCORSCORESoRIE)
1=
1
= 3 x 10(30 + 50,67 4+ 2(31,63 + - - - 4+ 46, 70))
= 3089 m/s

2. Calculons I par la méthode de Simpson

B (o) + () +4(3(0) + 7(z3) + ) +207(2) + 1) + )

o

= = (30+50,67 +4(31,63 435,47 + ) + 2(33,44 + 3T, 75+ )
= 3087 m/s

V(80)



Exercice 8 .
Calculer a I'aide de la méthode des trapezes l'intégrale I = / sin 22 dx avec le nombre de points d’appui n = 5 puis
0

n = 10.
Corrigé : Soit [ :/ sin z? dz
0

1. n =5 donc le pas d’intégration est h = g Calculons I par la méthode des trapezes.

= 5 (f0+ s +2 S s

=1

2
2 3 4
= 110(0 + 1+ 2(sin(7)? + sin(0) + 2(5111(%)2 + sin(%r)2 + sin(?ﬁ)2 + sin(g)Q))
= 0.504431
2. n =10 donc le pas d’intégration est h = %
I = (0414 2(sin(m)? + sin(0) + 2(sin(-=)2 + sin(27)2 + sin(ST)2 4 sin(27)2)
0 10 10 10 10
0.722338

alors que la valeur ‘exacte’ est approximativement 0, 772651. Avec ce pas plus petit 'approximation numérique est
meilleure.

Exercice 9

Trouver le nombre n de subdivisions nécessaires de I'intervalle d’intégration [—m, 7], pour évaluer a 0.5 103 prés,
s

grace a la méthode de Simpson, l'intégrale / cos x dx

—Tr
Corrigé : Soit
™
I :/ cos x dx
-

b—a 27

Le pas d’intégration est h = = —. D’autre part 'erreur théorique sur la méthode de Simpson est donnée par
n n
—(h—
By = —CYpip
217T8027T

_ “7 N4

- 180 ( n ) COS(S)
ou & € [a,b], par conséquent,

-2 27
Eh)| < |—=(=)*
Ainsi pour que |E(h)| < 0.5 103 il suffit que n vérifie 16T 5 1078, done, it > —— T 167 Ainsi
POt s E 90 nt | S NS T Z 0510300

n vérifie n > 18.6 On prendra par exemple n = 20, car pour la méthode de Simpson, le nombre de subdivisions de
I'intervalle [a, b] doit toujours étre pair.

Exercice 10
Soit @ < g < 21 < -+ < Tp_1 < N, < b une partition fixée de Uintervalle [a,b]. Montrer qu’il existe un unique
(n+ 1)-uplet (uo, g1, - - -, fbn) de nombres réels tels que

b n
/ P(z)dx = ZMP(%)
a i=0

Pour tout polynéome P de degré inférieur ou égal a n.



Corrigé : Le polyndome P s’écrit dans la base de Lagrange P(x Z Li(x (1)
=0

avec L;(z) = H T , puis on intégre (1) sur [a, b], on obtient :
i=o Ti — Tj
7 b b n b n
/ P(a;)dx:/ > Li(z)P(x;)de =) / Li(z)dz | P(z;) =Y wiP ()
a a =0 i=0 \’a i=0

Exercice 121

Calculer / Vzxdr par la formule des rectangles en décomposant I'intervalle d’intégration en dix parties. Evaluer

Perreur Corilmise.

b—a 2-1
n 10
2 1,1 1,2 1,9 2

/1\/de: ! Vrdr + L Vedr 4+ -+ Vrdr + 19\/§dsc

1,8

Corrigé : On a =1, b =2 et n = 10. Le pas de discrétisation h = =0.1

On applique la formule des rectangles sur chaque sous intervalle, on obtient
2
/ Vrdr = h(ﬁ+ V9EL1T+/1,24--+4/1,8+ \/1,9) ~ 1,1981
1

PO x|

L’estimation de l'erreur comise par la méthode des rectangles est |E| < 13 ax
zTE(a

1
Ona f(x) =+vVzxet f'(z) = | I (z)] < <gce qui implique que |E| < 2.1074

-1
4/ 3 z€[1,2

Exercice 12

1. Ecrire le polynéme d’interpolation de Lagrange P(x) d’une fonction f construite sur les points :

2. Par intégration du polynéme obtenu, déduire la formule d’intégration approchée suivante :

[ e daen 3 (-5) + 3 (3) + o

Corrigé :
1. On pose zg = —1, 1 = —%, x3 = &, x3 = 1. Les polynomes auxiliaires de Lagrange associés sont :
Lo(z) = -8 —a?-1o+3) Li(z) = #@*-122-2+3)
Ly(z) = —2(a*+ia?2—a2-1) Ly(z) = L@+a22-35z-3)

I’expression du polynéme d’interpolation de Lagrange est

f(&) = Pla) = Lo(a) F(=1) + L (@) (~5) + La(e) (5) + La(@)F(1)

2. on intége le polynéme sur [—1,1]

/_11 f(x)dx /_11 P(z)dx

Lo(z)dz f(—1) —|—/

43 A+

Q

1 1

Lia)ds f(=3)+ [ La()e 1)+ [ La(wydo 11

-1

Q

X
.4;\»—‘\

3 1 1
4f(§)+1f(1)




La résolution de I’équation F(x)=0

Exercice 13 Soit la fonction F(z) = 223 — x — 2, on se propose de trouver les racines réelles de F par la méthode
des approximations successives.
1. Montrer que F possede une seule racine réelle « € [1, 2]

2. Etudier la convergence des trois méthodes itératives suivantes : zq € [1,2] donné et

2

(@) @p4r =21, —2; ®) o =55 7

Corrigé : Soit I"équation F(x) = 22% — 2 — 2 = 0. Il est clair que F est continue et déivable sur R.

On a F(1) = —1, F(2) = 12, donc F(1) F(2) < 0. D’autre part, F’(z) = 62% > 0 sur [1,2]. Donc, d’apres le théoréme

de la valeur intermédiaire, il existe une seule solution « € [1,2] telle que F'(«) = 0.

(a) Etudions la convergence de la suite 2,11 = g1(x,) = 222 — 2. Tout d’abord, cette suite, si elle converge, conduit
bien & une racine de F(z) = 0 car si « est la limite de la suite (z,), alors

a=2a°—2 donc F(a) =20 —a—2

Par ailleurs, ¢} (z) = 62> > 6 sur [1,2]. Par conséquent, grace au théoréme des accroissements finis, il existe &,
compris entre x,, et x,41 tel que

|91(l”n+1) - gl(zn)| = gi(ﬁn) |In,+1 - In|

donc

191 (Zns1) —g1(xn)] = 6|zni1 — 2y
2 62 |xn - xn—ll

> 6" |z — xof

Ainsi, cette suite diverge et la méthode est a rejeter.

(b) Etudions la convergence de x, 1 = ga(z,) = oz 1 Cette méthode, si elle converge conduit vers la racine a de
x2 —

F(x) dans [1,2], car si « est la limite de la suite (z,,), alors

2
a=—— donc  F(a)=2a? —2a—1=0g)(z) = sz

— 8(6x2+1) 16
202 — 1 (222 —1)2

donc -8 < gy(z) = (222 — 1) <10

En conséquence, on ne peut conclure sur la monotonie de g,

Exercice 14
On veut résoudre dans R I'équation z = g(z) ol g(z) = —Inz,

1. a) Montrer qu’elle admet une seule racine «, montrer que « € I = [0, 1].
b) Montrer que la méthode itérative : x, 11 = g(z,) diverge.
¢) on considere alors g~ (z) = ¢! (g(z)) = =, (remarquer que g~! existe)
montrer que la méthode itérative : z,, 11 = g~ *(x,) converge. En posant e,, = x,, — @ montrer que e, est de
signe opposé a e,, que peut-on déduie ?

1

2. Retrouver « a l'aide de la méthode de Newton.

Corrigé :

Exercice 15
Soit I’équation

z(l4e")=e" (1)



1. Montrer que cette équation admet une racine unique s dans [0, 1]
2. Proposer une itération de point fixe pour 'équation (1).

3. Montrer, que cette itération converge vers la solution s.
4

. Ecrire la méthode de Newton pour cette équation en précisant un bon choix de 'initialisation zq.

Corrigé : On pose f(z) =z (1+¢e*) —€”
1. Ona f(0) =—1et f(1) =1= f(0) f(1) <0, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires la fonction f admet
au moins une racine sur [0, 1] et puisque f est monotone, cette racine est unique.

Ln
2. On considere l'itéation du point fixe suivante : z, 1 = g(x,) = 1 _T_ ~
e n
6$
3. g est contractante car ¢'(z) = ———— et |¢'(z)| <1 Vz e€]0,1
g g'(x) e g’ (2)] [0,1]
1
puisque g est croissante, ona 0 <z < 1= 0< 3= g(0) < g(x) < g(1) = % < 1 alors on a ¢([0,1]) C [0, 1].
e

D’apres le théoeme de convergence du point fixe, notre itéation proposée converge vers la solution de I’équation
(1).
f(@n

4. La méthode de Newton : x, 11 = T, — Tty = Tn — Za(lte™™) e

1+x,e%n
Choix de D'initialisation xg, il doit vérifier la condition f(xg) f”(z¢) > 0. On a
flz) =z(14¢€") —e® et f’(x) = (14 x)e®, on prend par exemple xg = 1

Exercice 16 Soit 'équation In(x) =2 —
1. Montrer que cette équation admet une solution unique « dans l'intervalle [0, 2]
2. Etudier litération
zo donné
Tpt1 =2 —In(z,)
et montrer que cette itération converge vers a.

3. Montrer que 1’équation proposée est équivalente & 1’équation z = e?>~%, et étudier Iitération

ro donné

Tn+1 = e?=on

Qu’en déduisez-vous ?

4. Ecrire la méthode de Newton pour I’équation proposée et proposer un bon choix d’initialisation xy de cette
méthode.

Corrigé : Soit la fonction f(z) = In(z) + = — 2, on considere ’équation ‘f(z) = 0’

1. On a f(2) = In(2) et lir% f(x) = —oo, d’apreés le théoreme des valeurs intermédiaires il existe au moins une
€Tr—
racine « de I’équation ’f(x) = 0° et puisque f est strictement monotone (coissante) sur |0, 2], alors la racine «
est unique.

2. posons g(z) =2 —In(z), on a g'(z) = —2 et |¢’(3)| = 2 donc g n’est pas contractante.
3.0Onaz=2-In(z) & h@)=2-2 < z=

équivalente a l'itération x,41 = e2—%n,

posons h(z) = e>~% et étudions la fomulation x, 1 = h(z,).

€2~ donc pour xg donné, l'itération x,, 1 = 2 — In(z,,) est

Résolution des équations différentielles

Exercice 17 Soit le probleme de Cauchy suivant

{y’:y—2x 0<z<1
y(0) =1
1. Calculer la solution exacte.

2. Calculer les valeurs approchées y; et ys par la méthode d’Euler pour A = 0.1 et n = 10.



Exercice 18 Soit I"équation différentielle a condition initiale y'(t) = y(¢t) + t et y(0) = 1. Approcher la solution de
cette équation en t = 1 a l'aide de la méthode d’Euler en subdivisant 'intervalle de travail en 10 parties égales.
Comparer a la solution exacte.

Coorigé :
{ y(1) = y(t) +1 = f(t.y) "
y(0) =1
L’intervalle d’intégration est [0, 1]. Remarquons tout d’abord que f étant continue et lipschitzienne par rapport a y le

probléme de Cauchy (1) admet une solution unique.
Méthode d’Euler Elle s’écrit :

Yn+tl = Yn T+ hf(tn7 yn)
Yn + h(tn +y—- n)
= (1 + h)yn + bty

1-0
On a aussi y(0) = yo =1, h—— =01 tg =0ett, = tg+nh = 1% D’out Papproximation en t de y(t), est

10
Y10 = 3.1874.
Solution exacte de cette équation en appliquant la méthode de la variation de la constante est donnée par : y(t) =
—1 —t + 2¢! ce qui implique y(1) = —1 — 1 + 2e = 3.4366
Estimation de I'erreur : Uerreur effectivement commise lors de ’application de la méthode d’Euler est |E| = |3.4366 — 3.1874| =
0.25

Exercice 19 Soit I’équation différentielle

Y = flz,y) = —2xy*, xel0,5] y0)=1
1. Calculer la solution exacte

2. En appliquant la méthode de Range Kutta d’ordre 2, calculer les valeurs approchées yg et y;, avec un pas h = 0.5



